ECE1 Correction Feuille Exercice 18 2020-2021

Correction Feuille Exercice 18

Montrer qu’un vecteur s’écrit comme combinaison linéaire d’autres
vecteurs

Exercice 10 (Combinaison linéaire)
1. on cherche 2 réels \i, A\ tels que

/\1U1 + )\QUQ =T

I

A+A =4

<~
{2)\1 = L2 < L2 + Ll

Ainsi x = §u1 + §u2 donc z est une combinaison linéaire de u; et us.

2. On cherche 2 réels A\, Ay tels que

AU + AUy =

1 1 1
A1 [+ 1 =1 2
2 -1 3
A+ =1
= A+ A =2
2 1 — X =3
M+ =3
<=0 =1 Lo+ Lo — L4
2\ — X =3

‘Ainsi x n’est pas une combinaison linéaire de u; et us.

Exercice 11 1 1
On pose les vecteurs de M3, (R), ep=|—1]etea=1]1
2 -1
1. On a A = e; + 2e5 donc A est une combinaison linéaire de e; et ey. Si on ne voit pas directement
cette relation, on cherche 2 réels Aq, Ay tels que
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)\161 + )\262 =A

1 1 3
A\ | -1 |+ X 1 =11
2 -1 0
A+ Ao =3
=9 —A+ A 1
2\1 — X =0
AL+ Ao 3
{2\ =4 Lo+ L+ L4
3\ =3 Ly« L3+ L4
241 =3
1 A\ =
A1 =1

Ainsi A = e; + 2e5 donc A est une combinaison linéaire de e; et es.

On cherche 2 réels A\, Ay tels que

/\161 + )\262 =B

1 1 -1
=M M| =1 [+ X 1 =1 -3
2 -1 4
A1+ Ao =—1
A1+ A =-3
2\1 — Xy =4
M+ =-1
> {2\ =—4 Lo+ Lo+ Ly
3\ =3 L3+ L3+ Ly
241 =-1
<\ =-2
A =1

Ainsi B = e; — 2e, donc B est une combinaison linéaire de e et e,.
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On cherche 2 réels A\, Ay tels que

)\161 + )\262 =C

1 1 1
<:>/\1 —1 +)\2 1 - —5
2 -1 8
M+ =1
<~ —/\1 -+ /\2 - —5
2)\1 - )\2 = 8
/\1 + )\2 =1
<< 2\ =—4 Lo+ Lo+ 14
3)\1 =9 L3 — L3 + Ll
—2+3 =1
<~ )\2 - —2
>\1 - 3

Ainsi C' = 3e; — 2e5 donc C est une combinaison linéaire de e; et es.

2. De la méme facgon, on cherche 2 réels \;, Ay tels que

)\161 + /\262 =D

1 1 4
M | -1 |+ X 1 =11
2 —1 0
AM+X =4
9 —A1+ A 1
20— X =0
AM+A =4
= {2 =5 Lo+ Lo+ Ly
3\ =4 L3y <+ L3+ Ly
AM+A =4
<<\ =5/2
A =4/3

Or g + % = % # 4 donc D n’est pas combinaison linéaire de e; et es.

3. Ce n’est pas une base de M3 (R) car le vecteur D n’est pas combinaison linéaire de e; et es.
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Exercice 12 (**)
On cherche k£, A1 et Ay tels que

1 —1 1
AMep+Xea =z <=\ | k | + X\ 8 =1 2
2 k 1
A — Ao =1
(kM +8N =2
2\ +kXy =1
Al — Ao =1
= (k+8)A =10 Ly < Ly + 81,4
(k+2)A =-1 L3+ Ly —2L,

On suppose déja que k # —8 et k # —2 sinon le systeme n’a pas de solutions. Dans ce cas, le systeme est
équivalent a

A —A =1

A I Ly + Ly +8L
1 =% —1—18 2 2 1

Ao = m Ly« L3 —2I1,

Pour que ce systeme admette une solution il faut que

10 1

—t+———-1=0

kr8 k12

10 2 —

— (k+2)+(k+8) —(k+2)(k+38) 0
(k+2)(k+8)

=10k +20+ k + 8 — (k* + 10k + 16) = 0
= -k +k+12=0
=k -k-12=0

Le discriminant du polynéme du second degré précédent est A =1 —4 x (—12) = 49. Il y a donc deux
possibilités pour k

17

1
5 :—30uk:;7:

k 4.

¢ Montrer qu’un ensemble est un sous-espace vectoriel
Exercice 13

1. (a) L’élément ( 8 ) n’appartient pas a F; = {( f ) ,T € R}.

‘Ce n’est donc pas un espace vectoriel. ‘

(b) — On a Fp CMQJ(R)
— Ona0+2x0=0donc 0 € .

0
— Soient A\ € R, X; = <21 > € Fyet Xo = (?) € F5, c’est a dire que xy + 2y; = 0 et
1 2
ss . AT+ T
To + 2yo = 0. Le vecteur A\X; + X5 s’écrit . On a alors
AY1 + Yo

(/\1'1 + ZEQ) + 2 X (>\?J1 -+ yg) = /\171 + 2/\y1 + 29 + 2y2 =0.
Done )\Xl +X2 S F2
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Ainsi, F» est un sous espace vectoriel de My (R).

2. (a) — Ona F, C M371(R).

0 0
— Onabien | 0 | =] 2x0 | € F;.
0 -0
T )
— Soient A € R, X; = 211 € et Xy = 219 € 5. Le vecteur A\ X, + X, s’écrit
—I —XT9
)\$1 + X2 )\331 + X2 T
N2z +2x9 | = | 2x (Axy+22) | = 2T | avec T = Axy + 9. Done AX; + X, € F
—)\1‘1 — T9 —(/\131 + .1‘2) -
Ainsi, F} est un sous espace vectoriel de M3 ;(R).
0
(b) Ona04+0+3x0=0#1donc | 0 | ¢ Fv.
0

‘Fg n’est pas un espace vectoriel.

Exercice 14 (*)
1. — OnaF C My1(R).

0
— FEn prenant a = b = 0, on a bien 8 € My1(R).
0
T1
— Soient X,Y deux vecteurs de F'. Il existe alors z1,22,y1,72 € R tels que X = x02 et
0
Y1
Y = ;2 . Soit A € R. Le vecteur AX + Y s’écrit alors
0
AT1+ 41
AX +Y = )\33204_% eF
0

(En effet Az 4+ y; € R et Azy + yo € R donc le vecteur est bien de la forme souhaitée.)

L’ensemble F' est un sev de My 1(R)

2. — F est un ensemble de vecteurs de M, ;(R) donc F' C M,,1(R).
— Le vecteur nul Opq, , ) vérifie A x Oxy,, (&) = Onm, 1 (m)- Done Opy,, ,(v) € F.
— Soient X, Y € F, soit A € R. On a notamment AX = AY = 0. On s’intéresse au vecteur AX +Y.
On calcule

AAX +Y) = AAX + AY =0

Donc AX +Y € F.
L’ensemble F' = {X € M,,;(R), AX = 0} est un sous espace vectoriel de M,, ;(R).
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Exercice 15 (**)
L’ensemble des polyndémes de degré inférieur ou égal a 3, R3[X]| est un espace vectoriel muni de la loi

+ et x (les polyndmes sont alors des vecteurs). La base canonique de R3[X] est formé des 4 polyndmes
(1, X, X2 X3).

1. — L’ensemble F' est un ensemble de polynémes de degrés inférieurs a 3 donc F' C R3[X].
— Notons Z le polynéme nul, c’est a dire VX € R, Z(X) = 0. On a bien Z(0) = Z’(0) = 0 et donc
Z € Ry[X].

— Soient P, Q) deux polynémes de F. On a alors P(0) = P'(0) = Q(0) = Q'(0) = 0. Soit A € R.
On s’intéresse au polynome AP + (). D’apres les régles sur les polynomes,

(AP +Q)(0) = AP(0) +Q(0) =0
D’apres les regles de dérivation, (AP + Q)" = AP’ + Q' Et donc :
(AP +Q)'(0) = AP'(0) + Q'(0) = 0

Les deux conditions sont vérifiées donc AP + Q) € F.
F' est un sous espace vectoriel de R3[X].

2. Soient Ag, A1, A2, A3 € R tels que pour tout X € R

MQo(X) + MQ1(X) + AQa(X) + A3Q3(X) =0
SN+ MX D+ X -1+ 3(X -1)°=0
=X+ MX = 1)+ X (X2 —2X + 1)+ M3(X? —3X*+3X —1)=0
X2 (M = 30) X2+ (M =20 +30)X + XA — M+ A —X3=0

On obtient alors par identification le systeme :

)\3 :O
)\2—?))\3 =0
)\1—2/\2+3)\3 :0

M—AM+A—A =0
Ce systeme est homogene et échelonnée. Les pivots sont tous non nuls. Il a donc une unique solution :

)\0:>\1:)\2:>\3:0

La famille Q; = (X — 1)’ pour 7 € [0, 3] est une famille libre de R3[X].

C’est donc une base de R3[X].
3. Soit R(X) = 2X3 +3X —4. On note ep(X) =1, e1(X) = X, ea(X) = X? et e3(X) = X3. On a

alors

R(X) = 2e3(X) + 3e1(X) — 4eo(X)

Les coordonnées de R dans la base canonique sont donc (2,0, 3, —4).

On cherche les coordonnées de R dans la base (Qg, @1, @2, Q3), c’est & dire g, A1, A2, A3 tels que
M0Q0(X) + MQ1(X) + 2Qa(X) + A3Q3(X) = 2X° +3X — 4
X+ MX =1+ XX -1+ A3(X —1)°=2X°+3X —4
S A+ AM(X = 1)+ A(X?—2X +1) + A3(X° —3X? +3X — 1) =2X* +3X — 4
=X+ (M = 30) X2+ (A =20 +30)X + Ao — A+ A — A3 =2X° +3X —4

Espace Vectoriel. M Leboucher



ECE1

Correction Feuille Exercice 18

2020-2021

Par identification, on obtient le systeme :

)\3 ==
)\2 - 3)\3 ==
Al —2X2 + 3A3 =

Ao — A1+ A — A3

As
Az
—
3 A1 —2X 46
—4 Ao— A1+ A2 — A3
A3
A
— 2
A1
A—9+6—2
Az =2
/\2 :6
—
/\1 :9
A =1

=3
=4

Les coordonnées de R dans la base (Qg, Q1, @2, Q3) sont donc (1,9,6,2).

4. On cherche une famille génératrice de F'. Soit P un polyndéme de F. On écrit alors P(X) = aX? +

bX?+cX +d. Comme P € F, on a

PO)=d=0

De plus P/(X) = 3aX?+2bX +cet on a

P'(0)=c=0.

Donc

F={aX?+bX*+cX +d|(a,b) €R? ¢

= {aX? 4 bX?|(a,b) € R?}

0, d =0}

= Vect(X?, X?)

La famille (X2, X3) est une famille génératrice de F. C’est également une famille libre (facile &

montrer).

Donc (X2, X3) est une base de F.

¢ Trouver une famille libre, génératrice ou une base d'un sous espace

vectoriel
Exercice 16 (Base)

— On montre que la famille (eq, es, e3) est libre. Soient Aj, Ay, A3 € R tel que

Ae1 + Ages + Aze3 = 0 <—

AL+ Ao+ 23
A1+ 202 + 33
A2+ 2)3

A1+ A2+ 2)3
A2 + A3
Ao+ 2A3

A1+ A2+ 23

A2 + A3
A3

=0
=0

Espace Vectoriel.
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Dans le systeme précédent, les pivots sont non nuls donc le systéme est de Cramer et nécessairement,

)\1:)\2:>\3:0

La famille (eq, ey, e3) est libre.

x
— On montre désormais que la famille est génératrice. Soit X = | y [. On cherche Ai, Ay et A3 tel
z
que
)\1 + /\2 + 2)\3 =T
)\161 + )\262 + )\363 =X <— )\1 + 2)\2 + 3)\3 =
)\1 + )\2 + 2)\3 =X
<~ )\24‘)\3 =Yy—x L2<—L2—L1
)\2 + 2)\3 =z
)\1 —+ )\2 -+ 2)\3 =X
<~ /\2 + )\3 =Yy—x
)\3 =z—Yy+zx L3+ Ls— Lo

Ainsi, on a
N=z—y+z, Ma=y-z-(2-y+z)=-20+2y—2
et finalement
M=zx—(—20+4+2y—2)—2(z——y+z)=x—2

Autrement dit, tout vecteur X de Msj1(R) est combinaison linéaire de (ey, es, €3) car il s'écrit

X=0Br—y—z)e1+ (y—2)ea+ (2 — x)es

La famille (eq, e, e3) est libre et génératrice. C’est donc une base de M3 ;(R).

0
Les coordonnées du vecteur X = | 1 | dans cette base sont
—2

M=0—(-2)=2  AM=042—(-2)=4, A3=-2-1=-3

Exercice 17 (*)

Déterminer si les familles de vecteurs (u;) suivantes sont des familles libres, des familles génératrices, des

bases de M3 1(R).
1. La famille (uq,us) est-elle génératrice ?

x
Soit X = | y | € M31(R). On cherche \; et Ay tels que
z

M+l =z
MU+ Xuy =X <= A+ X =y
20 — Ay =2
M+ =z
= r=y

20 — A= 2
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On s’apercoit que z doit étre égal a y ce qui n’est évidemment pas toujours le cas. Prenons le
1

vecteur [ 2 | € Mj3:1(R). Ce n’est pas une combinaison linéaire de u; et us.
2

La famille (u;, u2) n’est donc pas une famille génératrice de M3, (R)

Les vecteurs u; et us ne sont pas colinéaires.

La famille (uq,uy) est donc libre

Ce n’est pas une base de M3 ;(R)

2. La famille (uq,ug, ug, uy) est-elle génératrice ?

X
Soit X = | y | € M31(R). On cherche A\, g, A3 et Ay € R tels que
z
)\1+>\2—|—2/\4 T
AU + AgUa + Aguz + Aguy = X <— M+ X+ A3+ M\ =1
2M— A=A+ N =2
)\1+)\2—|—2)\4 =X
<~ >\3—>\4 =y—x L1 — Ly — Ly
_3A2_>\3_3)\4 =z —2x L3—2L1—>L3
)\1"‘)\24‘2/\4 =T
<~ /\3—/\4 =yYy— Li— Ly — Ly
—3>\2—>\3—3)\4 =z—2x L3—2L1—>L3
/\1+)\2+2/\4 =T
< —3)\2—>\3—3)\4 =z -2 L2<—)L3
Az — Ay =y—x

Le systeme est échelonné mais on a une inconnue de plus. On pose alors Ay = 0 et on résout le
systeme :

A+ Ao =T M+X =ux
—3)\2—)\3 =z—2x <~ —3)\2 :z+y—3x
A3 =y—x A3 =y—x
z
/\1 :3+§
— { )\ :x_g_%
A3 =y—=x

;. z Y z Yy z Y
D t X=(Z+2 A 4 LI P
onc on peut ecrire <3+3>u1+<x 3 3) u2+<3+3> Us3

La famille (uq, ug, us, uq) est donc une famille génératrice de M, (R).

On vérifie si la famille est libre. Soient A1, Ao, A3 et \y € R tels que
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A+ A+ 20y =0
/\1U1+/\2U2+)\3U3+>\4U4:O<:) /\1+/\2—|—)\3+)\4 =0
2M =X =X+ =
AL+ Ag + 20 =0
A3 — Mg =0 Ly—Ly— Ly
—3)\2 — )\3 — 3)\4 =0 L3 — 2L1 — L3
A+ Ao+ 2y =0
<~ )\3—>\4 =0 Ll—L2—>L2
-3\ — )\3 -3\ =0 Ly —2Ly — L3
/\1 -+ )\2 -+ 2)\4 = 0
-3 —A3—3N =0 Ly L3
)\3 - /\4 — 0
En posant notamment Ay = 1, le systeme s’écrit
8
>\1 - —§
AQ - —g
>\3 == 1

On a donc trouvé trois valeurs pour Aq, Ay et A3 non tous nuls.

La famille (uq, ug, ug, ug) n’est donc pas libre

La famille (u;, us, us, us) n’est pas une base.
Y 9 ?

3. La famille (uy,us,us) est-elle génératrice ?
T

Soit X = | y | € M31(R). On cherche A\, Ay et A3 € R tels que
z
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/\1+)\2+2 =T
/\1U1+)\2U2+)\3U3 =X <— /\1 +/\2—|—)\3 =y
2)\1—>\2—)\3 =2z
/\1"‘)\2 =X
< { A3 =Yy—x Li— Ly — Lo
—3)\2—)\3 =z—2x L3—2L1—>L3
)\14‘)\2 =X
<~ )\3 =Yy—x Ll—L2—>L2
—3>\2—>\3 =z—2x L3—2L1— L3
)\14‘)\2 =X
= 3N — X3 =z—20 Ly Ls
A3 =y—x
/\1+/\2 =X
< ¢ —3)\ =z+y—3x
A3 =y—=x
M —§+§
=N =z—--7
3
A3 =y—=x

Donc on peut écrire X = (Z + y) Uy + <;E _z

3 3

Y
3 3

La famille (uq, uz, u3) est donc une famille génératrice de M3 ;(R).

On vérifie si la famille est libre. Soient A1, Aa, A3 € R tels que

AL+ Ao =0
)\1U1+)\2U2+>\3U3:O<:> )\1+/\2+>\3 =0
221 — X — A3 =0
A1+ Ao =0
=\ =0 Ly —Ly— Lo
—3)\2—/\3 =0 L3—2L1 — L3
)\14‘)\2 :O
< )\3 =0 Ll—L2—>L2
—3/\2—/\3 =0 L3—2L; — Ls

<:>)\1:)\2:>\3:0

La famille (ug, us,ug) est donc libre

La famille (uq, ug, uz) est une base.
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Exercice 18 (**) x
On considere 'ensemble F' = y |, 2e+y—32=0,z—y+22=0,; C M3;1(R).
z

1. On montre que F' est un sous espace vectoriel de M3 ;(R). On a

— F C M35;(R).
0
— Ona2x04+40—-3x0=0et0—-0+2x0=0donc | O | €F.
0
I T2
— Soient X1 =] y1 | €Fet Xo=] y2 | € Fet A €R. On a les relations
21 22
201 +y1 — 321 =0, r1—Y1+221=0
2x9 + Yo — 320 =0, Tg —Y2+220=0
AT + T
On vérifie que le vecteur AX; + Xo = | Ay; +y2 | vérifie les équations de I’ensemble F. D’un
Az1 + 29
cOté,

2()\331 + 1’2) + )\y1 -+ Yo — 3()\21 + 22) = )\(21‘1 —+ Y — 321) + (21’2 + Yo — 322> =0
en utilisant les deux équations appropriées. D’un autre coté

ATy + 12 — (Ayr +y2) +2(A21 + 22) = Moy —y1 +221) + 22 — Yo + 22 = 0.

2. On a
x
F= y |, 2v24+y—32=0, 2 —y+22=0

z
x

= y |,3r—2=0,y=22+z
z
v 1 7

= Tr = — — —
Yyl 3% ¥ =3%
z
z

= 7z |,z€eR
3z

1 1
=qz| 7 |,zeR ) =Vect 7
3 3
1
Le vecteur | 7 | est une famille génératrice de F'.
3
1 1
3. Comme il n’y a qu’un vecteur, la famille | 7 | est libre. Donc 7 | est une base de F'.
3 3
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¢ Exprimer et simplifier un espace vectoriel sous la forme d’un Vect

Exercice 19
On considere le sous espace vectoriel de M3 (R) suivant :

1 0 1 3
F=Vect(| O |, 0|, {1 ], -2
1 0 1 3
1 0 1 3
1. La famille Of,10 7,1 1], —2 est une famille génératrice de F. On peut supprimer
1 0 1 3
0 1 1
le vecteur | 0 | quin’est pas générateur. On cherche a déterminer si la famille 01,1
0 1 1

est libre. Soient Aj, Ay, A3 € R tels que

1 1 3 0 A+ X+3A =0
A 0 + A 1 + )\3 —2 = 0 <= (g — 2)\3 =0
1 1 3 0 MAA+3h =0
/\1 + )\2 + 3/\3 =0
> Ao — 23 =0
0 =0 Lg — Ll — L3
En prenant par exemple A3 = 1, on obtient Ay = 2 et A\; = —5. Donc
1 1 3 3 1 1
510 |[+2(1 |+]| 2 |=0«| -2 |=5[0]-2]1
1 1 3 3 1 1
3 1 1
Le vecteur | —2 | est donc une combinaison linéaire de | 0 | et de | 1 |. La famille n’est pas
3 1 1
1 1
libre et on peut donc la famille composée des vecteurs | 0 | et | 1 | est génératrice de F.
1 1
1 1
F=Vect 01,11
1 1
2. Un élément quelconque de F' s’écrit sous la forme
1 1
MO | +ul 1], (\peR?
1 1
0
Le vecteur | 1 | n’appartient pas a F' car on ne peut pas trouver A et p vérifiant cela.
1
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Exercice 20 (*)
On résout le systeme :

B=Nzx—y = 0 9+ (-3—-Ny = 0
Ey:{ 924+ (-3-ANy = 0 <= B—-Nz—y =0 Ly 5 14
4-XNz =0 4-=XNz =0
9z + (=3—=Ny = 0
= B-Naz—y = 0 9Ly — (3— AL, — Ly
4-=XNz =0
924+ (-3—-Ny = 0
< —)\Qy = 0 9L2—<3—)\>L1—>L2
4-=XNz =0

On résout les équations
4-A=0<=\=14

et
AN =0<=A=0
On a alors plusieurs cas :

1. Pour A e R\ {0,4} :
Dans ce cas, le systeme est échelonné avec des pivots non nuls. I est donc de Cramer et a une
unique solution.

0
L’ensemble des solution est S, = 0
0
2. Pour A =0 : Le systeme s’écrit :
92+ -3y = 0 y = 3z
Ey - 0 = 0 <0 =20
4z = 0 z =0
Donc I’ensemble des solutions est
x
Sy = 3r |, x€R
0
1
=<z| 3 |,zeR
0
1
= Vect 3
0
3. Pour A =4 : Le systeme s’écrit :
9+ -7y = 0 xz = 0
E,: 8y = 0 <<y =0
0 =0 0 =0
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Donc 'ensemble des solutions est

Exercice 21 (**)
On considere les vecteurs u = (—4;4;3), v = (=3;2;1), s = (—1;2;2) et t = (—1;6;7) de R3.

On montre tout d’abord que Vect(u;v) C Vect(s;t).

Soit X € Vect(u;v), c’est a dire qu'il existe A, pu tels que X = Au + pv. On cherche alors x et y tels
que X = s + yv.
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